GTl — UBUNG 6

NORMALFORM, MINIMALFORM UND DER ENTWICKLUNGSSATZ
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen, ohne

Wahrheitstabellen zu verwenden. FUr Aussagen, die nicht wahr sind,

geben Sie ein Gegenbeispiel an.

» FUr Aussagen die wahr sind, geben Sie die entsprechenden Regeln
an, mit welchen die Eigenschaft bewiesen werden kann.
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

Begriffsklarung:

Boolesche Algebra:

o Spezielle algebraische Struktur auf Basis der vorgestellten Operatoren UND, ODER,
sowie der Negation

o Wichtige Gesetze:

o Kommutativgesetz: (A-B)=(B-A) (A+B) =(B+ A)
o Assoziativgesetz: (A-B)-C=A-(B-0) (A+B)+C=A+(B+0)
o Distributivgesetz: (A+B)-C=A-C+B-C (A-B)+C=A+C)-(B+0)

o De Morgan: (A-B) =A +B (A+B) =A -B
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» Weitere Regeln fur die Vereinfachung der Ausdricke

O

Wichtige Gesetze:

o XOR: A®B =(A4 -B)+(A-B)

o Ildempotenz: (A+A4)=A (A-4) =4

o Absorption: A-(A+B)=A A+(A-B)=A
o Consensus: (A-B)+(A4-C)+(B-C)=(A-B)+(4-C)

(A+B)-(A+0)*(B+C0)=@A+B)* (A+0

Von all diesen Gesetzen gibt es auch den multivaribablen Fall, der aber analog zu
behandeln ist. Vor allem der Consensus ist nicht immer einfach zu entdecken.

Tipp: haufig, wenn man nicht weiter kommt, gilt der Consensus ©
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro
> XD (x+y)=x+y

Hinweis: XOR kann durch elementare Aussagenlogik wiedergegeben werden
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» XD (x+y)=x+73y

X® (x+y)

=X - (x+y)+x-(x+y)
=X - (x+y)+x

=X -X -y +X

=X -y+X

=X - y + X

=(x+y)-X

=(x-x +y-X)

Nutzen der Definition von XOR ((4 - B) + (4 - B))

Nutzen der Absorptionsregel

Nutzen von De Morgan

| Idempotenz

| Jetzt kommt ein doppelter Negationstrick
| 2 x De Morgan

| Distributivgesetz

| x - X ist immer falsch, dann De Morgan
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» (x+y)x+y -z2)=(x+y -2)

Hinweis: Weil} reflektiert das sichtbare Spektrum des Lichts zur Ganze, wahrend
die Farbe Schwarz ...
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» (x+y)x+y -z2)=(x+y -2)

Hier greift eine Variante der Absorptionsregel, da(x +y - z) = (x + y)
Sprich (x + y - z) ist eine stdrkere Bedingung als (x + y)

Man kann auch sagen, dass
(x + y ) ein Spezialfall von
(x +y-2z)ist.

Namlich der Fall das z = 1.

Es muss beides erfiillt sein!

— — O O — — O O B

0
0)
0
0
1
1
1
1
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» ab + bcd + acd = ab + bcd

Hinweis: Zustimmung bzw. Mitgefiihl sind hier gefragt
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» ab + bcd + acd = ab + bed

Dies ist ein klassischer Fall des

Voraussetzung sind zwei Ausdriicke, die dasselbe Literal besitzen, wobei ein
Ausdruck es in negierter und der andere in nicht negierter Version aufweist.

Hier: ab, bcd teilen sich das Literal b

Zudem muss der dritte Ausdruck Komposition der beiden vorherigen Ausdriicke sein
exklusive des geteilten Literals.

Hier: ab, bcd ohne das Literal b ergibt a, cd.

Komponiert acd, welches tatsachlich existiert und somit wegfillt.
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» xy+x(y +z) =x(y +2)

Hinweis: zwei Regeln fuhren hier zum Erfolg
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» xy+x(y +z)=x(y +2)

xy + x(y + z) | Distributivgesetz
= xy+xy+xz | Idempotenz

= Xy + xz | Distributivgesetz
= x(y+2)
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» ab + bcd + acd = ab + cd

Hinweis: warum so viel Begleittext, wenn alle Ausdricke richtig waren?

der obige Ausdruck sollte einem bekannt vorkommen
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Aufgabe 1 - Boolesche Algebro

» ab + bcd + acd = ab + cd

Wir hatten durch Consensus in Aufgabe c bewiesen:
ab + bcd + acd = ab + bed

Wir kbnnen nun also schreiben:

ab + bcd = ab + cd | Wir ,subtrahieren” ab
bcd = cd | Wir , dividieren“ cd
b=1

Was wir nicht wirklich schlussfolgern konnen. Also ist dieser Ausdruck nicht wahr!
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS 15

Beschreibung b
» Bestimmen Sie die disjunktive Normalform (DNF) der folgenden Funktionen: =

a, f(x,y,z) =xyz+xy+yz
b, f(xy,z) =xy+xyz+ xyz
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Begriffsklarung:

Minterm (Vollkonjunktion):

O

Reine Konjunktion aller existierenden Literale in negierter bzw. nicht negierter
Form (d.h. alle Komponenten der Funktion kommen vor)

Merkhilfe: minimale Anzahl an Einsern in Ergebnistabelle

Seien also z.B. die Literale x, y und z Komponenten von f(x, vy, z):

o X*y+Z

bzw. X-y-Z sind Minterme

I bzw. x+y-z sind keine Minterme

Disjunktive Normalform (DNF):

O

O

Disjunktion (d.h. Veroderung) aller Minterme (!)

Beispiel: (x-y-2)+(x-y-2)+ ..
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Begriffsklarung:

Maxterm (Volldisjunktion):

O

Reine Disjunktion aller existierenden Literale in negierter bzw. nicht negierter
Form (d.h. alle Komponenten der Funktion kommen vor)

Merkhilfe: maximale Anzahl an Einsern in Ergebnistabelle

Seien also z.B. die Literale x, y und z Komponenten von f(x, vy, z):
o x+y+z bzw. x+y+z sind Maxterme

o XxX+2z bzw. x+y-z sind keine Maxterme

Konjunktive Normalform (KNF):

O

O

Konjunktion aller Maxterme (!)

Beispiel: (x+y+2)-(x+y+2)-..
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Begriffsklarung:

Disjunktive Minimalform (DMF):

o Disjunktion mehrerer durch Konjunktion verkntpften Literale, die (ohne ihre
Form zu verletzen) nicht weiter vereinfacht werden kann

o Folglich also das Resultat einer Vereinfachung einer DNF
Konjunktive Minimalform (KMF):

o Konjunktion mehrerer durch Disjunktion verkntpften Literale, die (ohne ihre
Form zu verletzen) nicht weiter vereinfacht werden kann

o Folglich also das Resultat einer Vereinfachung einer KNF

Achtung: in der Literatur wird diese Minimalform oft auch als DNF/KNF angesehen
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

DNFvon f(X,y,z) = xyz + Xy + yz

\_Y_}
Problem: keine DNF, da nicht nur Minterme vorliegen
Losung: wir verwenden das Distributivgesetz: xy =xy (z + z) =Xyz + xyzZ

f(x,y,2z) = xyz+ xy + yz
=xyZ+ Xxyz+ xyzZ + xyz + xyz

~O
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

DNFvon f(X,y,z) = xy + Xxyz + xyz

\_Y_}
Problem: keine DNF, da nicht nur Minterme vorliegen
Losung: wir verwenden das Distributivgesetz:

f(x,y,z) = xy + xyz + xyz
=XyZ + XxXyZ + Xyz + xyzZ

)
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Beschreibung

» Bestimmen Sie die primaren Kosten (Kosten der UND-Verkntpfung) und
sekundaren Kosten (Kosten der ODER-Verknlipfung) der Funktionen aus i und ii
sowie deren DNFs.

» Benutzen Sie als Kostenmald die Anzahl der jeweils verkntpften Signale

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Wir zahlen einfach die Anzahl der durch UND bzw. ODER verknlpften Literale.

Primarkosten: Anzahl der durch UND verknUpften Literale

Sekundarkosten: Anzahl der durch ODER verknipften Literale

Name | Funktionen
XyzZ +xy +yz
XyzZ + xXyzZ + xXyz
+xyz+ xyz
Xy + Xyz+ xyz

XyZ + xyzZ + xyz + xyz

Primarkosten

Sekundarkosten

Gesamtkosten

N
N
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Aufgabe 2 —

DNF, SOP, POS

» Konvertieren Sie die folgenden Funktionen von POS (Products Of Sums) nach SOP

(Sums Of Products)

» Konvertieren Sie also von einer konjunktive Form (KF) auf eine disjunktive Form

(DF) :

fw,x,y,z) =(W+z2)(W+x+y)(x+y+ 2)

Hinweis: dieser Weg ist fur viele intuitiver als NF zu KF. Wir nutzen das
Distributivgesetz (aber in der ,,normalen” Richtung)

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

POS nach SOP: Idempotenz bei der Auflosung des Distributivgesetzes nicht mehr
explizit vermerkt

fw,x,y,z)=W+z2)(W+x+y)(x+y+ 2) | Distributivgesetz
=W+2z)[wx+wy+wz+x+xy+xz+xy+yy+yz| | Absorption
=W+2)[wy+wz+x+ vy + yz] | Unerfillbarkeit
=W+ 2)[wy +wz + x + yz] | Consensus
=W+ 2)[wy + x + yz] | Distributivgesetz
=wy+wx+wyz+wyz+xz+ yz | Absorption

=wy+wx+xz+yz

N
N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Beschreibung

» Konvertieren Sie die folgenden Funktionen von SOP (Sums Of Products) nach POS
(Products Of Sums).

» Konvertieren Sie also von einer Disjunktiven Form (DF) auf eine konjunktive Form
(KF):

a, f(x,y,z) =xyz+xy+yz

b, f(w,xy,z) =wx +wz+wyz

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

» Rechenregeln fir Konvertierung von SOP nach POS

Wir kdnnen uns fur kleinere Falle folgende Regeln herleiten:
Rechenregel 1: a+ bc = (a+b) (a+c)

Rechenregel 2: ab + cd = (a+c) (a+d) (b+c) (b+d)
Rechenregel 3:  ab + cde = (a+c) (a+d) (a+e) (b+c) (b+d) (b+e)

Daraus sehen wir also die Rechenregel fiir den allgemeinen Fall:
(a;by...) + (a,b, ...) + (azbs...) ...
=(a;+a,+az+..)(a;+a,+by+..)(a;+ by+as+..) ...

D.h. wir bilden alle moglichen Permutationen, wobei wir deren Literale addieren und
die Permutationen an sich multiplizieren.

Wir wenden ergo das Distributivgesetz auf die Formeln an!

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Wir suchen f(x,y,z) = xyz + xy + yzineinerForm (_+ _+ ) - C+_+_) -

Dazu versuchen wir die konjugierten Terme durch ein Produkt einer Disjunktion
auszudrucken. Zuerst lohnt sich haufig eine Vereinfachung.

Rechenregel 1: a+ bc = (a+b) (a+c) | Absorption von a, nur bc Ubrig
f(x,y,z) = xyz+xy + yz | DNF
=XyZ+ XyzZ+ xyzZ +xyzZ + xyz | [dempotenz
=XyZ+ XyZ+ xyz + xyz+ xXyz + xyz |Distributivgesetz
=Xy +yz+yz | Distributivgesetz
=Xy +z | Rechenregel 1

=(x+2z)(y +2z)

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Wir suchen f(w,X,y,z) = wx + wz + wyZineinerForm (_+_+ ) -C+_+ ) ..

Rechenregel 2: ab + cd = (a+c) (a+d) (b+c) (b+d)
Rechenregel 3: ab + cde = (a+c) (a+d) (a+e) (b+c) (b+d) (b+e)

f(w,x,y,z) = wx + Wz + wyz |R2
=[w+w)w+2z2)(W+x)(x +2)] + wyz | Tertium non datur
=[w+2)(W+x)(x+2)] + wyz | Consensus
=[w+2)(W+x)] +wyz | R3, dann IP und Absorption

=w+wt+z(Wt+twH+x)(wW+y+z) (wW+x+y(wW+z+2)(W+x+ 2)
=w+z)(w+w+x)(W+x+y)(W+ x+ 2Z) [Tertium non datur
=wW+z)W+x+y)(wW+x+2) Es gibt weitere Losungen!

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

Wir suchen f(w,X,y,z) = wx + wz + wyZineinerForm (_+_+ ) -(C+_+ ) ..

Das Verfahren der Multiplikation aller konjugierten Permutationen ist manchmal
sehr aufwendig. Fir die Umformung bieten sich deshalb Symmetriediagramme an,
mit denen man sowohl schneller, leichter, als auch weniger fehleranfallig sein Ziel

erreicht: " »
1 1 | | Diese Uberdeckung
entspricht:
1R 1|1
X X w+12z) -
17 [FAISE T | 1 (W +x + 7) -
y y  (WHx+2)
1 ]

N
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Aufgabe 2 — DNF, SOP, POS

» Wie unterscheiden sich die fechnischen Realisierungen der beiden
Formene

Zur Erinnerung:
SOP (Sum of Products): z.B.wy + wx + xz + yz
POS (Product of Sums): zB.(w+z)(W+x+y)(W+x+ 2)

Erste Ebene /weite Ebene
SOP — Form: UND-Feld ODER-Feld
POS — Form: ODER-Feld UND-Feld

Genauere Umsetzung mittels PAL, PLA wird spater besprochen.
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Denkpause

>

Ein Direktor einer GefGngnisanstalt macht seinen hundert Haftlingen
ein Angebot. Es kommen alle frei, wenn sie folgende Aufgabe 16sen
konnen:

Jeden Tag wird der Direktor einen Gefangenen aussuchen, der in
einen Raum gefuhrt wird, in dem sich nur eine Lampe befindet, die
an- oder ausgeschalten werden kann. Der Gefangene darf sich
dort kurz authalten und nichts auBBer dem Zustand der Lampe
verandern.

Nach dem Aufenthalt darf die ausgewahlte Person den Direktor
ansprechen, wenn sie sicher ist, dass alle Gefangenen vor ihm auch
in dem Raum gewesen sind

Alle Gefangenen sind isoliert voneinander und durfen sich nur
einmalig vor der Aktion eine Stunde lang besprechen.
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Denkpause

Losung:

Die Gefangenen legen in ihrer Unterredung einen Strafling fest, der das Zahlen
ubernimmt.

Jeder der Gefangene auller dem Zahler fihrt den folgenden Algorithmus aus:

Wenn die Lampe aus ist, schaltet er diese an, falls er zuvor noch nie die Lampe
angeschaltet hat. Ansonsten lasst er die Lampe in ihrem Zustand.

Der Zahler fihrt den folgenden Algorithmus aus:

Ist die Lampe angeschaltet, weild der Zahler, dass ein neuer Strafling im Raum war,
zahlt eins hoch und schaltet die Lampe aus. Ist die Lampe ausgeschaltet, war in der
Zwischenzeit kein neuer Gefangene im Raum, so dass er nicht hochzahlt und die
Lampe unverandert lasst.

Hat der Zahler bis 99 gezahlt, kann er dem Direktor Bescheid geben.

oy
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

» Gegeben sei dasim nachstehenden Bild dargestellte
Relaisschaltnetz:

~ | Offner

X .
~_~_ SchlieRer

W
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

» Bilden Sie daraus den entsprechenden schaltalgebraischen
Ausdruck und vereinfachen Sie ihn. Wie wird die realisierte Funktion
bezeichnet?

~ | Offner

X _
~_~___SchlieRRer

o
N
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

Wir bilden das gegebene Schaltnetz auf Aussagenlogik ab. Dazu nutzen wir

elementare Regeln:

Serienschaltung - Konjunktion

Beispiel:
eispie i .

Parallelschaltung = Disjunktion

Beispiel: a

->a-b

—>a+ b

W
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

Anwendung der elementaren Regeln:

y=[(@-b)+a+b)(a+b)|+(a-b)

AlUN JSPUDX
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

Wir erhalten folgende aussagenlogische Form:

y=[(@-b)+a+b)(a+b)|+@-:b)
=[@+b)(a+Db)|+ (@-b)
=[(@-a)+(a-b)+(@-b)+ (b-b)| + (a-b)
=(@-a)+(a-b)+(@a-b)+(b-b)+ (a-b)
=(a-b)+(@-b)+ (a-b)
=(a-b)+@-b)+(a-b)+(a-b)
=b(a+a)+a(b+b)

=b+a
Dies ist die Auflésung der Implikationa - b

| Absorption

| Distributivgesetz

| Assoziativgesetz

| Unerfillbare Literale
|Umgekehrte Idempotenz
| Distributivgesetz

| Tertium non datur

oy,
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

» Entwerfen Sie ein Relaisschaltnetz, das die negierte Konjunktion
realisiert.

Hinweis: Umformen der Formel auf eine Darstellung ohne Negierung der
Verknupfung

W
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Aufgabe 3 — Relaisschalthetz

Die negierte Negation mit zwei Literalen a und b |asst sich folgendermal3en
darstellen:

a-b
Wir benutzen dazu die Regel von De Morgan:

a-b=a+b

Darstellung durch eine Parallelschaltung:

:

)
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Die gegebene Schaltfunktion y = f(a,b,c,d) soll mit Hilfe des
Entwicklungssatzes entwickelt werden:

y=ac+b+dc+ adc

N
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Der Entwicklungssatz

Ziel: Darstellung einer aussagenlogischer Formel durch eine Komposition von
Fallunterscheidungen der einzelnen Variablen

Sinn:
o Ermoglicht Darstellung eines Entscheidungsdiagramms (BDD)
o Ermoglicht Umwandlung einer Formel in eine DNF oder KNF

o Erleichtert dadurch Umwandlung von Aussagenlogik in Schaltnetze

Algorithmus:

Sukzessive Entwicklung nach allen Variablen (s. Aufgabenbearbeitung)

N
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Der Entwicklungssatz

Entwicklung nach a:

Trennen einer aussagenlogischen Formel f(a, b, ...)ina[ _+ +..]+ a[_+_ +..].

Fallunterscheidung:
o Jeder Term, der a enthalt, wird exklusive a in a|...] hineingezogen.
o Jeder Term, der ein a enthalt, wird exklusive a in al...] hineingezogen.

o Jeder Term, der weder a noch a enthalt, wird vollstandig in a[...] und al...]
hineingezogen.

Flr die Restterme (abgekurzt mit F, und Fz) innerhalb a[ ... ] und af ... ] wird nach
demselben Schema nach anderen Variablen b, c ... entwickelt.

N
N
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Entwickeln Sie die Schaltfunktion nach der Variablen b. Geben Sie
alle Zwischenschritte an.

y=ac+b+dc+ adc

Hinweis: hier hilft die besprochene Fallunterscheidung

N
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Entwickeln Sie die Schaltfunktion nach der Variablen b. Geben Sie
alle Zwischenschritte an.

y=ac+ b+ dc + adc

Terme mit b: b — b[_+ +..]exklusive b
Terme mit b: / — b[_+ +..]exklusive b
Terme ohne b/b: ac,adc, dc — vollstindiginbund b[ _+ _+...]

Y =b[1] + b[ac + adc + dc]l=b F, + b F
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Entwickeln Sie die Restfunktion zuerst nach der Variablen ¢ und
dann, falls erforderlich nach den verbleibenden Variablen, so dass
als Restfunktion nur noch Konstanten (hier O oder 1) Gbrig bleiben.
Geben Sie dlle Zwischenschritte an.

y=ac+b+dc+ adc

Hinweis: die Restterme werden getrennt entwickelt und dann zusammengesetzt
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Entwickeln nach ¢, dann weiter bis nur Konstanten Ubrig bleiben
y=ac+b+dé+ adc

/\

I =l Fz=ac+ adc+dc
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

Hier noch einmal rein rechnerisch:

= ac+cd+acd=c-(ad)+c-(a+d) =
CFB{.'+EF_)E
ad=a-d+a-0=aF;, +aF;

bca

(@+d)=a-d+a-1=aF;. +aF;..
d-0+d-1=dFyz,+dFy,

2

= d-1 +H 0= dF_:rc_'ad +3FBE&E
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» [eichnen Sie das bindre Entscheidungsdiagramm zu folgender
Funktion.

y=ac+b+dc+ adc

Hinweis: dies ist eine grafische Darstellung der entwickelten Form
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Zur Erinnerung die Teilaufgabe ¢
y=ac+b+dé+ adc

/\

I =l Fz=ac+ adc+dc
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Eine kUrzere Darstellung der Aufgabe ¢

y=ac+b+dé+ adc

Nun werden wir im nachsten Schritt durch Einfihren von Knoten, die nachste
Variable, nach der entwickelt wird, indizieren und durch Farbung der Aste
kennzeichnen, ob zur negierten oder nicht negierten Form entwickelt wurde.

U
o

Yoa1dg upr

BlaquUINN-USBUD|IT JDISISAIUN JSPUDXS|V-YDLPaLd



Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Eine (noch) kurzere Darstellung der Aufgabe ¢

Das konnen wir noch verkuirzen, indem wir alle Nullen und Einsen zu einem Kasten
zusammenfassen. Der entstehende Baum ist unser BDD.
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Eine (nhoch noch) kUrzere Darstellung der Aufgabe ¢
b

Dies ist unser binarer Entscheidungsbaum, wobei gelb fur die Entwicklung zur nicht
negierten und rot fur die Entwicklung zur negierten Form steht.
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Aufgabe 4 — Entwicklungssatz

» Und noch einmal etwas geordneter:
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Vielen Dank fUr eure werte i
AufmerksomIZel’r |

“LCI ongmohdcd consm’re en el retorno dl

g origen; asi pues, original es aquello que

gEvuelve a la SlmphCIdCId de.las primeras
} {solumones

Antoni Gaudi



